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摘要:水力裂缝扩展数值模拟是水力压裂设计的重要内容，可以用来评价压裂效果，降低施工风险，为节省计算时

间目前主要采用二维模型或者拟三维模型。现今比较成熟的 GOHFER商业软件，以差分方程代替微分方程，误差
逐层逸散不断扩大，差分格式稳定性难以保证，为此，采用 MATLAB编程语言编制模拟程序，实现有限元数值分析
对水力裂缝扩展真三维模型的求解，其适应性强，边界条件自动满足，且以高阶多项式逼近真实值，误差较小，精度

更高。同时，采用复化辛普森数值积分代替 MATLAB编程语言中的符号积分，节省了 61． 9% ～ 73． 5%的运算时间。
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水力压裂技术在低渗透油藏尤其是页岩油

藏
［1］
开发中应用越来越普遍，裂缝扩展数值模拟［2］

是压裂设计的重要内容。
目前，国外商业软件 GOHFER主要以二维有限

差分划分网格，计算岩石力学参数，精度较差，而有

限元通过单元特性矩阵组装整体特性矩阵，以单元

节点处的场变量构建多项式，计算精度较准确。
MATLAB编程语言允许用数学形式的语言编写程
序，比 Visual Basic和 Fortran及 C + +更加接近书写
计算公式的思维，编程效率高，扩充能力强，拥有丰

富的库函数，语句简单，内涵丰富，在矩阵和数组运

算方面更加高效方便，可视化操作和图形处理功能

强大，并且数值积分的使用又大大降低了运算时间，

使得在 MATLAB 中实现水力裂缝扩展真三维模拟
简单易行且更切合实际。

1 水力压裂真三维模型

在实际压裂中，由于射孔孔眼附近应力集

中
［3］、端部脱砂［4］和砂砾岩压裂［5］等问题，导致水
力裂缝扩展形态复杂，出现“T”形扩展和滑移［6］等
现象，对水力裂缝模拟提出了更高的要求，应该更切

合实际地反映裂缝动态扩展过程。
1． 1 裂缝宽度和净压力模型

Palmer等［7］认为压裂液属于牛顿流体，油层裂
缝扩展真三维模型主要由压裂液连续性方程、幂律
流体的流动方程和弹塑性方程 3 部分构成。
以射孔中心为原点，裂缝延伸方向为 x轴，井筒

垂直方向为 y轴，建立坐标系，则压裂液连续性方程
为

( ρw)
t

+
( ρvxw)
x

+
( ρvyw)
y

= － qlρf ( 1)

其中

ql =
2cl

t － τ( x，y槡 )
( 2)

式中: ρ 为携砂液密度，kg /m3 ; w 为裂缝宽度，
m; t 为泵注时间，min; vx 为流体沿裂缝延伸方向的
流速，m/min; x为地层中任意点到井筒垂直轴线的
距离，m; vy 为流体沿井筒方向的流速，m/min; y 为
地层中任意点到射孔中心的距离，m; ql为滤失量，
m/min; ρf为压裂液基液密度，kg /m

3 ; cl为滤失系数，
m/min0． 5 ; τ为压裂液到达水力裂缝壁面上任意点的
时间，min。
幂律流体的流动方程为
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式中: n为流体的流变系数; K 为流体的稠度系
数，mPa·sn ; p为裂缝内净压力，MPa。
以射孔中心为原点，井筒竖直轴线为 y'轴，裂缝

延伸方向为 x'轴，建立与 ( x，y) 坐标系平行的 ( x'，
y') 坐标系，建立的弹塑性方程［8 － 9］为

－ pL ( x，y) + σ( x，y) = G
4π( 1 － ν)

×
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式中: pL 为缝壁面压力，MPa; σ 为地层最小主
应力，MPa; G 为地层岩石剪切模量，MPa; ν 为泊松
比; Ω为二维整体裂缝内部积分空间; r 为 Ω内部二
重积分任意点至二维裂缝面内部任意点的距离，m;
x'为 Ω内部二重积分点到井筒轴线的距离，m; y'为
Ω内部二重积分点到射孔中心的距离，m。
1． 2 铺砂浓度模型
支撑剂运移方程为

( cρpw)
t

+ $·( cρpwν) = 0 ( 5)

式中: c为压裂液中支撑剂铺砂浓度，kg /m3 ; ρp
为压裂液支撑剂携砂液密度，kg /m3。
由于携砂液质量为压裂液质量和支撑剂质量之

和，即

ρV = ρfVf + ρpVp ( 6)
式中: V 为携砂液体积，m3 ; Vf为压裂液基液体

积，m3 ; Vp为支撑剂体积，m
3。

因 Vf = V － Vp，c = Vp /V，ρ = cρp + ( 1 － c) ρf，将其
代入式( 1) 得

－ qlρf = 
t ［cρp + ( 1 － c) ρf］{ }w +

$· ［cρp + ( 1 － c) ρf］w{ }ν ( 7)

又因为 ρf 为一定值，通过式( 5) 和式( 7) 可得
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2 有限元模型的建立

2． 1 裂缝宽度和净压力有限元模型
有限元模型首先用单元节点处的净压力和裂缝

宽度来构建多项式，再以此多项式来表示缝壁面整

体净压力和裂缝宽度
［10］
的变化，即

p( x，y) = ［( x，y) ］［p］ ( 9)
w( x，y) = ［( x，y) ］［w］ ( 10)

其中

［( x，y) ］ = ［i ( x，y)  j ( x，y) k ( x，y) ］

( 11)
［p］ = ［pi，pj，pk］

T ( 12)
［w］ = ［wi，wj，wk］

T ( 13)
式中: p( x，y) 为以多项式形式表示的单元净压

力分布函数; w( x，y) 为以多项式形式表示的单元裂
缝宽度分布函数; i，j和 k分别为三角形网格的 3 个
不同节点; i， j，k 为有限元基函数; pi，pj，pk 为单

元节点处的净压力，MPa; wi，wj，wk 为单元节点裂缝

宽度，m。
净压力有限元模型用矩阵表示为

［Kpij］3×3［p］ = －［Pl］3×1 －［Pt］3×1 +［Pq］3×1

( 14)
其中

Kpij = ∫
Ω

nK－ 1
n

2n + 1 × w
2n+1
n

2
n+1
n

× p
( )x

2
+ p
( )y[ ]2

1－n
2n

×

i

x
×
 j

x
+
i

y
×
 j

( )y
ρdxdy ( 15)

Pli = ∫
Ω

2cl
t －槡 τ

iρfdxdy ( 16)

Pti = ∫
Ω

w
t ρidxdy ( 17)

Pqi = ∫
Ω

qρids ( 18)

式中: Ω 为积分空间边界; q 为泵注速率，m3 /
min; ds为积分空间边界Ω上的积分微元。
裂缝宽度有限元模型矩阵形式为

［Kwij］3×3［w］ = ［Pw］3×1 ( 19)
其中
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Pwi = ∫
Ω

w
t ρidxdy ( 21)

用［Kp］组装整体特性矩阵，［Pl］，［Pt］，［Pq］组

装整体特性列阵，构建整体运算方程组，在 MATLAB
中求解该方程组，即可得到网格节点处的净压力。
与此类似，通过［Kw］和［Pw］可以求取节点处的裂

缝宽度。
2． 2 铺砂浓度有限元模型
支撑剂铺砂浓度的求取采用与裂缝宽度和净压

力模型相同的方法和思路。同样采用三角形网格节
点，支撑剂铺砂浓度表示为

［c］3×1 = ［ci，cj，ck］
T ( 22)

式中: ci，cj，ck 为单元节点处支撑剂铺砂浓度，
kg /m3。
通过式( 8) 建立泛函，推导的支撑剂铺砂浓度

有限元模型简化后为
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( 23)

其中
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3 网格的划分与推进

网格划分 MATLAB中自定义 delaunay三角剖
分函数，自动划分三角形网格，利用 trianmeshxy 子
程序判断出符合条件的点集，并将其坐标存储在 2
个特定数组中，然后用 MATLAB 中的 delaunay 函数
划分 DT三角形网格，用自定义子程序 tripolt将网格
勾画出来，网格尺寸定义越小，网格划分越为精密，

计算精度就越准确。
网格推进 裂缝总是沿着岩石最容易破裂的方

向推进，根据断裂力学理论，当地层某处的应力强度

因子大于该处的岩石断裂韧性时，该处岩石发生破

裂，可用自定义子程序 SkeletonMovement 实现网格
的推进。

4 复化辛普森数值积分求解

考虑到计算精度的问题，有限元网格不能划分

过粗，理论上划分越细越好，计算将更为准确。但是
由于裂缝扩展模型复杂( 2 次二重积分) 和 MATLAB
符号运算耗时耗内存，导致模拟时间延长，其中一项

改进的方法就是用复化辛普森数值积分代替二重积

分。软件中共有 7 个子程序采用该数值积分方法。
从子程序分别采用符号积分和数值积分运算一次所

需要的时间( 表 1) 可见，节省运算时间最多的是 In-
itiTriP． m，该程序用来进行净压力整体特性矩阵的
初始化，采用数值积分后节省了 73． 5%的运算时
间，节省时间最少的 Cacufw． m也节省了 61． 9%。

表 1 子程序运算一次所需时间 s

子程序 符号积分 数值积分

Cacufw． m 2． 1 0． 8

Cacufq． m 2． 0 0． 7

InitiTriP． m 3． 4 0． 9

InitiTriW． m 3． 6 1． 1

LiTriC． m 3． 4 1． 2

LiTrirP． m 3． 7 1． 4

LiTrW． m 3． 8 1． 4

5 现场应用

以胜利油区滨 660 －斜 24 压裂井为例，该井井
深为 3 004 m，改造油层段垂直井深为 2 801 ～ 2 824
m，油层温度为 110 ℃，中部射开 6 m，分别采用
MATLAB真三维有限元模拟( 图 1a) 和 GOHFER( 图
1b) 模拟。同时在压裂过程中采用微破裂影像技术
监测裂缝。将监测结果( 图 1c) 作为实际裂缝尺寸
对比基准，对比分析计算与监测裂缝尺寸参数 ( 表

2) 可知，MATLAB真三维有限元模拟取得的缝高和
支撑缝长数据与监测结果更为接近。在 GOHFER
差分模拟中显示的油层上部滤失而下部突进的现象

并没有在 MATLAB 模拟中体现出来。原因就在于
真三维模型对裂缝形态描述更切合实际，有限元分

析也比有限差分更为精确。
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图 1 滨 660 －斜 24 压裂井裂缝扩展数值模拟结果对比

表 2 滨 660 －斜 24 压裂井裂缝模拟结果对比

类别 缝高 /m 支撑缝
长 /m
平均缝

宽 /mm
平均铺砂浓度 /
( kg·m －3 )

MATLAB真三维
有限元模拟

72 89 1． 89 2． 86

GOHFER差分模拟 59 83 2． 67 3． 41
微破裂监测 78 ～ 89 80 ～ 120

6 结束语

对于水力裂缝真三维模型，有限元数值分析比

有限差分更为准确，也更切合实际。在 MATLAB 中
采用复化辛普森数值积分与其自身开发的符号积分

相比，可以使子程序节省 61． 9% ～ 73． 5%的单次运
算时间。精确的地层岩石应力强度因子和断裂韧性
是准确判断岩石破裂的前提，推导更为符合水力压

裂实际的应力强度因子则是改进此程序的下一个重

点研究方向。
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