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摘要：在开采超低渗透或致密油藏的过程中，水平井井筒周围会形成复杂的缝网，缝网将油藏分割成不同形状的基

质块，当压裂液或者水在裂缝中流动时会与基质块大面积接触，在毛管压力作用下发生以动态逆向渗吸为主导的

传质现象。为了准确描述针对任意形状基质块的动态逆向渗吸作用，利用基于边界元和径向积分理论的径向积边

界元方法，建立适用于逆向渗吸的数学模型，通过与差分方法数值模拟结果和实验数据以及解析解进行对比，验证

了所建渗吸模型的正确性，同时说明了径向积边界元方法适用于复杂形状基质块逆向渗吸累积采收率的计算；相

对于差分方法，径向积边界元方法不用在基质块内部空间划分网格，使得动态逆向渗吸累积采收率的计算过程变

得简单高效并且切合实际。
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Using the radical integration boundary element method
to calculate cumulative recovery efficiency of

dynamic counter current imbibition
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Abstract：Due to the use of staged or volume fracturing technology in the area of ultra-low permeability or tight reservoirs，
the area around the horizontal well will form a complex fracturing network and the oil reservoirs are divided into matrix
blocks with different shapes，and the fracturing fluid or water will contact with the matrix blocks in a large area when flow⁃
ing in fractures. Dynamic counter current imbibition will occur and is dominant in the mass transfer process between matrix
and fracture under the capillary force. In order to simulate dynamic counter current imbibition properly，the radical integra⁃
tion boundary element method（RIBEM）was used. A mathematical model suitable for the counter current imbibition was es⁃
tablished. By comparing the result of RIBEM simulation with those of differential method, numerical calculation,experimen⁃
tal data and analytical solution，the accuracy of the model was proved. This method is suitable for the calculation of cumula⁃
tive recovery efficiency of a single matrix block with complex shape. Compared to traditional differential method，RIBEM
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does not need to divide network in the matrix block and the calculation process becomes easy，efficient and more suitable to
the practice.
Key words：fractured reservoir；counter current imbibition；radical integration boundary element method（RIBEM）；ultra-
low permeability oil reservoir；tight oil reservoir；dual media；numerical simulation

在特低渗透或致密油藏压裂开采过程中，渗吸

作用不容忽视［1-4］，并且主要以动态逆向渗吸作用为

主［5-8］。目前关于动态逆向渗吸的数值模拟方法大

致分为差分方法［9］和格林函数方法［10］2种，差分方法

需要在求解的基质块内进行网格划分，格林函数方

法在求解区域内需要加入内部节点，同时还要计算

区域积分，然而当基质块边界较为复杂时，区域积

分的计算往往变得十分困难。所以当油藏存在复

杂缝网，且油藏中有成百上千个不规则的基质块需

要模拟时，传统的差分方法和格林函数方法在应用

时效率过低或者根本不适用。为此，笔者基于边界

元和径向积分理论的径向积边界元方法［9，11-12］，建立

适用于逆向渗吸的数学模型，通过与Hassan等的数

值模拟结果和实验数据［13］以及Crank的解析解［14］对

比验证所建渗吸模型的正确性。

1 假设条件

当水平井井筒周围存在复杂缝网时，压裂液或

水在缝网中与基质块充分接触并发生渗吸传质作

用［15-16］，如图 1所示，在毛管压力作用下，压裂液或

水渗入基质块，基质块中的油沿相反方向进入裂

缝，导致裂缝中的含水饱和度发生变化，整个过程

是一个动态逆向渗吸过程［3，5］。基于以上背景，提出

动态逆向渗吸的基本假设包括：①模型由基质块和

包围基质块的裂缝空间组成；②每个基质块内部均

质，使用平均含水饱和度代表基质块内部油水的变

图1 存在复杂缝网情况下的动态逆向渗吸现象示意

Fig.1 Schematic of the dynamic counter current imbibition inthe presence of complex fracture network

化；③基质块渗吸模型符合扩散方程的形式［7］；④基

质块被裂缝切割，基质块发生渗吸时的边界条件为

裂缝中变化的含水饱和度。

2 模型建立

裂缝和基质块可用双孔单渗模型［17］表征，基质

块与裂缝间的渗吸传质量可以用双孔单渗模型中

的窜流项来表征。在裂缝系统中，由于渗吸是一个

吸水排油过程，故将渗吸传质量分别考虑成油相方

程的源项和水相方程中的汇项。其中油相方程和

水相方程分别为

∇æ
è
ç

ö
ø
÷

K fK fro
μo

grad p fo + qoim + q fo =ηϕ f
∂S fo∂t （1）

∇æ
è
ç

ö
ø
÷

K fK frw
μw

grad p fw + qwim + q fw =ηϕ f
∂S fw∂t （2）

其中

S fo + S fw = 1 （3）
在单个基质块的逆向渗吸过程中，水相与油相

的渗吸速度大小相等但方向相反［1］，其表达式为

qoim = -qwim （4）
单个基质块的水相总渗吸速度等于各个基质

面（即边界单元）上水相渗吸速度之和，其表达式为

qwim =∑
j = 1

N

qwbj （5）
式（1）—式（5）为考虑渗吸作用的双重介质数

学模型，基质系统中单个基质块的渗吸速度完全由

毛管压力控制［1］，其渗吸模型为

∇[ ]D(Sw)∇Sw =ϕ∂Sw∂t （6）
毛管压力扩散系数 D(Sw) 是与基质块含水饱和

度相关的强非线性项，它的形状一般呈钟形［18］，为

了准确利用渗吸模型计算渗吸速度，利用逐次稳态

替换法对真实毛管压力扩散系数进行处理，将强非

线性项 D(Sw) 线性化，即将真实毛管压力扩散系数

函数近似简化为多个分段函数（图 2），在逆向渗吸

过程中，随着基质块内平均含水饱和度的变化，将

毛管压力扩散系数取相应基质块内平均含水饱和

度区间的函数值。

通过逐次稳态替换法的处理，用每一时间步内
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图2 毛管压力扩散系数及其简化的分段函数

Fig.2 Diffusion coefficient of capillary pressure andits simplified partition function
的有效毛管压力扩散系数代替这段时间内的真实

毛管压力扩散系数，则式（6）可简化为

De∇2Sw =ϕ∂Sw∂t （7）
边界条件为

Swb|Γj = S fw （8）
初始条件为

Swinit| t = 0 = Swc （9）
式（7）—式（9）为处理后单个基质块的渗吸模

型。利用格林第二定理，将任意基质块的二维求解

域变为边界积分形式，其表达式为

C(y)Sw(y, t) = ∫
Γ

G(x,y)
De

qw(x, t)dΓ -

∫
Γ

Sw(x, t)∂G(x,y)∂nj

dΓ +ϕ∫
Ω

G(x,y)∂Sw(x, t)∂t dΩ （10）
其中

G(x,y) = 12π ln 1
ε

（11）
式（10）中等号左边C（y）的取值由源点y的位置

决定，当 y取在边界处时，其值为 1/2，当 y取在计算

区域内时，其值为1；等号右边的前2项为边界积分，

根据基质块已知的边界条件便可计算对应的边界

积分项，而第 3项为域积分，当积分区域不规则时，

通常不能直接对其进行域积分计算，为此引入径向

积分基本方程［12］，其表达式为

∫
Ω

f (x,y)dΩ = ∫
Γ

F(y,z)
r(y,z) × ∂r(y,z)

∂n dΓ （12）
其中

F(y,z) = ∫0r(y,z) f (x,y)εdε （13）
由式（12）和式（13）可见，径向积分基本方程可

将积分区域不规则的域积分转化为边界积分，即将

源点 y 与场点 x有关的域积分转化为源点 y 与边界

点 z 的线积分。式（12）和式（13）中场点、源点和边

界点在二维空间中的相互关系如图3所示。

图3 单个基质块计算模型中各点在二维空间的相互关系

Fig.3 Relationship between points in the 2D space ofsingle matrix block calculation model
将式（12）代入式（10）等号右边的第 3项，即利

用径向积分基本方程，将式（10）中的域积分项变为

边界积分的形式，式（10）变为

C(y)Sw(y, t) = ∫
Γ

G(x,y)
De

qw(x, t)dΓ -

∫
Γ

Sw(x, t)∂G(x, t)∂n dΓ + ϕ
- -----
Sm + 1

wdt ×

∫
Γ

G′(x,y)dΓ - ϕ
-
Sm

wdt ∫ΓG′(x,y)dΓ （14）
式（14）为式（7）的完全边界积分形式，可以利

用边界元方法进行计算，对计算区域的边界进行边

界单元划分，将式（14）按照划分好的边界单元进行

离散，得到的离散方程为

CiSi =∑
j = 1

N

qwbj ∫
Γj

G(x,y)
De

dΓ -∑
j = 1

N

Swbj ∫
Γj

∂G(x,y)
∂nj

dΓ +
ϕ
- -----
Sm + 1

wdt ∑
j = 1

N ∫
Γj

G′(x,y)dΓ - ϕ
-
Sm

wdt ∑j = 1

N ∫
Γj

G′(x,y)dΓ （15）
在油藏尺度的数值模拟过程中，在保证计算精

度的前提下，需要尽量简化每一个基质块的计算，

以获得较快的模拟速度和较少的内存消耗，确保数

值模拟正确高效的进行。因此对每一个基质块都

需尽可能选择较少的节点参与计算。对于式（15），

在二维空间中基质块的边界节点和内部节点的选

择应如图 3所示，这样计算节点最少。当基质块完

全被裂缝切割，那么基质块边界的各个边界单元处

的含水饱和度已知，等于裂缝中含水饱和度，未知

量为边界上各个离散单元节点处的渗吸量和基质

块中心节点处的平均含水饱和度。通过以上描述

可知，在每个节点处有且只有1个未知数，对于一个

将边界离散成 N 个边界单元的基质块来说，共有

N + 1个未知数和 N + 1个方程，如图3所示的单个基

质块，将整个边界划分为4个离散单元，共设置5个
节点（各个边界离散单元设置1个节点，基质块中心

设置1个节点），5个未知数（4个边界单元节点处的

渗吸量和中心节点处的平均含水饱和度），5个方程
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（4个边界单元节点各 1个，中心节点处 1个）。因

此，式（15）是封闭可解的，式（15）计算节点在边界

单元上和在内部的矩阵形式分别为

λSwb =Gbqwb +HbSwb +CbS
m + 1
wavg -CbS

m

wavg （16）
Sm + 1
wavg =Ginqwb +HinSwb +CinS

m + 1
wavg -CinS

m

wavg （17）
其中

λ = diagé
ë

ù
û

12 12 ⋯ 12 （18）
Swb = [ ]Swb1 Swb2 ⋯ Swbj ⋯ SwbN

T
（19）

Gb =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

Gb1,1 Gb1,2 ⋯ Gb1, j ⋯ Gb1,N
Gb2,1 Gb2,2 ⋯ Gb2, j ⋯ Gb2,N
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
Gbi,1 Gbi,2 ⋯ Gbi, j ⋯ Gbi,N
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
GbN,1 GbN,2 ⋯ GbN, j ⋯ GbN,N

（20）

qwb = [ ]qwb1 qwb2 ⋯ qwbj ⋯ qwbN
T

（21）

Hb =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

Hb1,1 Hb1,2 ⋯ Hb1, j ⋯ Hb1,N
Hb2,1 Hb2,2 ⋯ Hb2, j ⋯ Hb2,N
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
Hbi,1 Hbi,2 ⋯ Hbi, j ⋯ Hbi,N
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
HbN,1 HbN,2 ⋯ HbN, j ⋯ HbN,N

（22）

Cb = [ ]Cb1 Cb2 ⋯ Cbi ⋯ CbN
T

（23）
Swavg =-Sw （24）

Gin = [ ]Gin1 Gin2 ⋯ Ginj ⋯ GinN
T

（25）
Hin = [ ]Hin1 Hin2 ⋯ Hinj ⋯ HinN

T
（26）

Cin =Cin （27）
Gbi, j = -∫

Γj

G(x,yi)
De

dΓ （28）

Hbi, j = -∫
Γj

∂G(x,yi)∂n j

dΓ （29）
Cbi = ∫

Ω

G(x,yi)dΩ （30）
Ginj = -∫

Γj

G(x,yin)
De

dΓ （31）

Hinj = -∫
Γj

∂G(x,yin)∂n j

dΓ （32）
Cin = ∫

Ω

G(x,yin)dΩ （33）
将式（16）和式（17）中的未知项及其系数移到

矩阵方程的左端，已知项及其系数移到矩阵方程的

右端，得到需求解的矩阵，记作 ΑX =B的形式，求解

该矩阵得到每一时间步未知向量的值，既可得到基

质块的平均含水饱和度和各个边界单元的渗吸传

质速度，进而计算基质块的逆向渗吸累积采收率。

3 模型正确性验证

文献［13］模拟的是岩心三面封闭一面敞开情

况下的自发逆向渗吸过程（图4a），裂缝和基质块的

长度分别为 1.2和 28 cm，两者宽度均为 8 cm，高度

均为2.1 cm。逆向渗吸模型中的基质块和流体参数

主要包括：基质块渗透率为 12.4 mD，孔隙度为

23.3%，初始含水饱和度为 40%，模拟油密度为

0.760 g/cm3，模拟水密度为 1.090 g/cm3，模拟油粘度

为 1.5 mPa·s，模拟水粘度为 1.2 mPa·s。基质块的

相对渗透率和毛管压力曲线数据如表1所示。

图4 一维一面敞开情况下的逆向渗吸模型

Fig.4 One end open（OEO）model for countercurrent imbibition
表1 基质块的相对渗透率和毛管压力曲线数据
Table1 Relative permeability and capillary pressure

data in matrix block
含水饱和度/%

20
25
30
40
50
60
65

水相相对渗透率

0
0.006
0.02
0.07
0.16
0.35
0.47

油相相对渗透率

0.70
0.38
0.20
0.07
0.02
0.01
0

毛管压力/kPa
11
9
7
6
5
3
1

建立如图 4b所示的不考虑重力的水平渗吸模

型，利用径向积边界元方法和文献［13］中的模型相

关数据进行计算，将计算结果与文献［13］中的差分

方法数值模拟结果和相应的实验数据进行对比。

结果（图 5）表明：径向积边界元方法计算的逆向渗

吸累积采收率与差分方法相应的数值模拟结果和

实验数据大体吻合；但早期（无因次时间为 0.1~10
时）径向积边界元方法计算结果略低于实验数据，

而中后期（无因次时间为 10~1 000时）的计算结果

与实验数据拟合较好。早期出现偏差可能是有效

毛管压力扩散系数在一定时间内的取值稍小于真

实含水饱和度对应的毛管压力扩散系数所致。总

的来说，径向积边界元方法可以用来计算规则基质
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块的逆向渗吸累积采收率，值得一提的是，相比于

差分方法，径向积边界元方法不需要在基质块内部

划分细密的网格，只需要在边界处以及基质块内部

选定较少的节点即可得到相对准确的计算结果，大

大节省了计算所需的消耗，提高了计算速度。

图5 一维情况下径向积边界元方法计算结果与
差分方法数值模拟结果和实验数据对比

Fig.5 Comparison between the RIBEM simulation results，
the experimental results and the simulation

results of the differential method in
one dimension

4 模型适应性

为了验证径向积边界元方法计算不同形状的

基质块的逆向渗吸累积采收率的适用性，选用单位

圆中内嵌的正五边形、正六边形、正七边形、正八边

形、正九边形、正十边形、正十二边形和单位圆为计

算对象，假设各个基质块边界处的含水饱和度恒为

100%，基质块内的初始含水饱和度均匀分布且都为

40%，有效毛管压力扩散系数为 0.005 m2/s，其中单

位圆的逆向渗吸累积采收率计算结果是基于解析

解［14］，因此将其作为标准值，将其他不同形状基质

块的逆向渗吸累积采收率与单位圆解析解进行对

比分析，从而判断其他多边形计算结果的准确性。

计算结果（图 6）显示，随着单位圆内嵌正多边

图6 不同形状基质块径向积边界元方法计算结果与
单位圆解析解对比

Fig.6 Comparison of the RIBEM calculation results of
different shape matrix blocks with the

analytical solution of unit circle

形边数的增加，其形状越来越接近单位圆，在相同

的边界条件和初始条件下，正多边形基质块的逆向

渗吸累积采收率计算结果越来越接近单位圆解析

解，正十二边形基质块的逆向渗吸累积采收率计算

结果与单位圆解析解的差别很小。说明径向积边

界元方法适用于复杂形状基质块逆向渗吸累积采

收率的计算。

5 结论

针对被裂缝切割的基质块，提出利用径向积边

界元方法计算基质块动态逆向渗吸累积采收率的

数值模拟方法。通过与差分数值模拟结果和实验

数据以及解析解进行对比，验证了该方法的正确

性，同时说明了径向积边界元方法适用于计算复杂

形状基质块的逆向渗吸累积采收率。

径向积边界元方法相比于传统的关于渗吸的

差分方法，不用在求解区域内划分网格，且仅利用

边界信息和初始条件便可计算渗吸速度，大大提高

了计算效率，可应用于油藏尺度的数值模拟。

符号解释：

K f ——裂缝的绝对渗透率，mD；K fro ——裂缝中油相相

对渗透率；μo ——地层原油粘度，mPa·s；p fo ——裂缝中油

相压力，MPa；qoim ——裂缝中油相渗吸速度，m3/h；q fo ——裂

缝中因采油等非渗吸因素产生的油相的源汇项，m3/h；
η ——单位换算系数，其值为 86.4；ϕ f ——裂缝孔隙度；

S fo ——裂缝中含油饱和度；t ——时间，h；K frw ——裂缝中

水相相对渗透率；μw ——地层水粘度，mPa·s；p fw ——裂缝

中水相压力，MPa；qwim ——裂缝中水相渗吸速度，m3/h；
q fw ——裂缝中因注水等非渗吸因素产生的水相的源汇项，

m3/h；S fw ——裂缝中含水饱和度；j ——边界单元的序号；

N ——基质块边界被划分的边界单元总数；qwbj ——基质块

在第 j 个边界单元的渗吸速度，m3/h；D(Sw)——毛管压力扩

散系数，m2/s；Sw ——基质块含水饱和度；ϕ——基质块孔隙

度；De ——有效毛管压力扩散系数，m2/s；Swb ——基质块边

界处的含水饱和度；Γj ——基质块第 j 个边界单元；

Swinit ——基质块内初始含水饱和度；Swc ——基质块内束缚

水饱和度；C(y) ——由源点位置决定的边界积分系数；

y ——源点；Sw(y, t) —— t 时刻源点处的含水饱和度；

Γ ——计算区域的边界；G(x,y) ——格林函数基本解；

x ——场点；qw(x, t) —— t 时刻场点处水相渗吸速度，m3/h；
Sw(x, t)—— t时刻场点处含水饱和度；nj ——边界单元 Γj 的

单位外法线向量；Ω ——计算区域；ε——场点与源点间的

距离，m； f (x,y) ——与场点和源点有关的被积函数；
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r(y,z) ——源点与边界点之间的距离，m；z ——边界点；

n ——边界单元的单位外法线向量；
- ---
Sm + 1

w ——基质块 m + 1
时间步时的平均含水饱和度；m——时间步序号；Ci ——源

点在第 i 个边界单元时的边界积分系数；i——源点所在边

界单元的序号；Si ——源点在第 i个边界单元时的含水饱和

度；Swbj ——基质块在第 j 个边界单元的含水饱和度；

G(x,yi) ——源点在第 i 个边界单元的格林函数基本解；

G(x,yin)——源点在基质块内部节点时的格林函数基本解。
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